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Teknik Relaksasi Lagrange untuk Penjadwalan Pekerjaan
Majemuk dengan Penggunaan Sumberdaya Simultan

Suprayogil*, Valentine?2

Abstract: This paper discusses the multiple jobs scheduling problem with simultaneous
resources. The problem involves one or more jobs with each job consist of a set of operations.
Each operation is performed by more than one resource simultaneously. Number of units of each
resource used for performing an operation is one or more units. The problem deals with
determining a schedule of operations minimizing total weighted tardiness. In this paper, solution
techniques based on Lagrangian relaxation are proposed. In general, the Lagrangian relaxation
technique consists of three parts run iteratively, ie., (1) solving individual job problems, (2)
obtaining a feasible solution, and (3) solving a Lagrangian dual problem. For solving the
individual job problems, two approaches are applied, i.e., enumeration and dynamic program-
ming. In this paper, the Lagrangian relaxation technique using the enumeration and dynamic
programming approaches are called RL1 and RL2, respectively. The solution techniques
proposed are examined using a set of hypothetical instances. Numerical experiments are carried
out to compare the performance of RL1, RL2, and two others solution techniques (optimal and
genetic algorithm techniques). Numerical experiments show that RL2 is more efficient than
RL1. In terms of the solution quality, it is shown that RL2 gives same results compared to the
optimal technique and genetic algorithm. However, both RL2 and genetic algorithm can handle
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larger problems efficiently.

Keywords: Scheduling problem, multiple jobs, simultaneous resource, Lagrangian relaxation.

Pendahuluan

Makalah ini membahas masalah penjadwalan
pekerjaan majemuk dengan sumberdaya simultan.
Masalah penjadwalan melibatkan lebih dari satu
pekerjaan dengan tiap pekerjaan terdiri atas satu
himpunan operasi. Tiap operasi memerlukan
pengerjaan secara simultan oleh lebih dari satu jenis
sumberdaya. Jumlah unit dari tiap sumberdaya
yang digunakan untuk pengerjaan suatu operasi
adalah satu atau lebih. Masalah terkait dengan
penentuan jadwal tiap operasi untuk tiap pekerjaan
yang meminimumkan total fardiness tertimbang
(total weighted tardiness).

Masalah penjadwalan pekerjaan yang dibahas
dalam makalah ini termasuk dalam masalah pen-
jadwalan pekerjaan dengan penggunaan sumber-
daya simultan. Beberapa literatur yang membahas
masalah penjadwalan ini antara lain adalah Dobson
dan Karmarkar [1], Dobson dan Khosla [2],
Suprayogi dan Mardiono [3], Luh et al. [4], Toha dan
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Halim [5], Suprayogi dan Toha [6], Suprayogi dan
Partono [7, 8], Suprayogi et al. [9], Wu dan Chien
[10] dan Wu et al. [11].

Suprayogi et al. [9] telah membahas masalah ini dan
merumuskannya ke dalam model pemrograman
linear bilangan bulat. Algoritma genetika telah di-
usulkan untuk memecahkannya. Algoritma geneti-
ka perlu dijalankan dalam sejumlah replikasi untuk
mencari solusi terbaik, karena bersifat probabilistik.
Dalam makalah ini, teknik pemecahan berbasis re-
laksasi Lagrange diusulkan sebagai teknik peme-
cahan. Teknik relaksasi Lagrange merupakan tek-
nik yang efektif untuk memecahkan masalah.

Teknik pemecahan yang diusulkan merupakan
pengembangan lanjutan dari teknik pemecahan
yang telah diusulkan oleh Suprayogi dan Partono [7,
8]. Di sini, teknik pemecahan dimodifikasi dengan
mengakomodasi masalah penjadwalan dengan
penggunaan lebih dari satu unit untuk tiap sumber-
daya. Kerangka dari teknik relaksasi Lagrange
yang digunakan mirip dengan yang terdapat dalam
Kaskavelis dan Caramanis [12, 13, 14], Luh et al. [4,
15], Hoitomt et al. [16], Luh dan Hoitomt [17], Luh et
al. [18], Chen dan Hsia [19], Luh et al. [20] dan
Zhang et al. [21, 22].


mailto:valentine.kosasih@gmail.com

Suprayogi et al. / Teknik Relaksasi Lagrange untuk Penjadwalan Pekerjaan Majemuk / JTI, Vol. 17, No. 2, Desember 2015, pp. 71-80

Metode Penelitian
Definisi Masalah Penjadwalan Pekerjaan

Definisi masalah penjadwalan pekerjaan yang di-
bahas dalam makalah ini diambil dari definisi
masalah yang terdapat dalam Suprayogi et al. [9].
Definisi masalah penjadwalan diuraikan berikut ini.

Misal terdapat suatu himpunan N terdiri atas n
pekerjaan yang dinyatakan dengan NV = {1, 2,---,n}.
Tiap pekerjaan i € V', terdiri atas suatu himpunan
N; yang terdiri atas n; operasi yang dinyatakan
dengan N; ={1,2,:-,n;}. Untuk tiap pekerjaan
i € IV, himpunan operasi yang mendahului operasi
j €V; dinyatakan dengan %;;. Tiap pekerjaan
i € NV memiliki saat tenggat (due date) yang dinya-
takan dengan d; dan tingkat kepentingan dinyata-
kan dengan w;. Misal H menyatakan himpunan
sumberdaya dan #;; € H menyatakan himpunan
jenis sumberdaya yang digunakan untuk mengerja-
kan operasi j € IV; untuk pekerjaan i € . Waktu
pengerjaan tiap operasi j € JV; untuk pekerjaan
[ €V dinyatakan dengan t;; (t;; = 0 dan bilangan
bulat). Horizon waktu didiskritisasi yang terdiri atas
t slot waktu dengan himpunan slot waktu
dinyatakan dengan X, yaitw: X ={1,2,---,t}.
Jumlah sumberdaya h € H;; yang digunakan
operasi j € V; untuk pekerjaan i € N dinyatakan
dengan q;j, (q;jn = 0 dan bilangan bulat). Keterse-
diaan sumberdaya h € H pada slot waktu k € K
direpresentasikan dengan notasi my;, (my; = 0 dan
bilangan bulat). Masalah penjadwalan terkait
dengan penentuan jadwal pengerjaan tiap operasi
jEN; untuk tiap pekerjaan i € N pada tiap
sumberdaya h € H;j, yaitu saat mulai B;j, (Bjjn =
0 dan bilangan bulat) dan saat selesai Cyj, (Cjjn =
0 dan bilangan bulat) yang meminimumkan total
tardiness tertimbang dengan memperhatikan pem-
batas ketergantungan operasi dan ketersediaan
sumberdaya.

Asumsi-asumsi

Asumsi-asumsi yang digunakan dalam masalah
penjadwalan pekerjaan ini adalah sebagai berikut:
(1) setiap pekerjaan i € V' saling independen, (2)
pengerjaan tiap operasi j € V; untuk tiap pekerjaan
i € IV tidak dapat diinterupsi, (3) untuk tiap operasi
j € V; dalam tiap pekerjaan i € V yang mengguna-
kan sumberdaya h € H;;, lama waktu penger-
jaannya adalah sama sebesar t;;, (4) setiap unit dari
tiap jenis sumberdaya h € H adalah identik, (5)
setiap pekerjaan i € V' digambarkan dalam bentuk
jaringan dengan operasi pada simpul dan hubungan

Gambar 1. Contoh jaringan dari suatu pekerjaan

ketergantungan antar operasi membentuk suatu
jaringan berarah tak bersiklus dengan setiap
pekerjaan hanya memiliki satu operasi terakhir, (6)
tiap pekerjaan siap dijadwalkan pada saat k = 1, (7)
horizon waktu K cukup panjang sehingga semua
pekerjaan dapat dijadwalkan.

Gambar 1 menunjukkan contoh jaringan dari suatu
pekerjaan. Untuk contoh pekerjaan ini, terdapat
empat operasi. Operasi 1 dan 2 adalah operasi-
operasi pertama yang merupakan operasi tanpa
pendahulu. Operasi 4 adalah operasi terakhir.

Model Pemrograman Bilangan Bulat

Perumusan model pemrograman bilangan bulat
untuk masalah penjadwalan pekerjaan memerlukan
pendefinisian variabel-variabel keputusan tambah-
an sebagai berikut. Variabel-variabel keputusan
binier X;jp, dengan X;;,, = 1 menunjukkan bahwa
operasi j € V; untuk pekerjaan i € N mengguna-
kan sumberdaya h € H;; pada slot waktu k € X dan
Xijnk = 0 untuk kondisi sebaiknya. Variabel-varia-
bel keputusan tak negatif B;; dan Cj; yang
masing-masing menunjukkan saat mulai dan saat
selesai pengerjaan operasi j € V; untuk pekerjaan
[ €N dengan sumberdaya h € #;;. Variabel-varia-
bel keputusan C;; yang menunjukkan saat selesai
pengerjaan operasi j € V; untuk pekerjaan i € NV
dengan C;,, menunjukkan saat selesai pengerjaan
operasi terakhir untuk pekerjaan i € V. Variabel-
variabel keputusan C; merepresentasikan saat sele-
sal pengerjaan pekerjaan i € N'. Model pemrogram-
an bilangan bulat untuk masalah penjadwalan
pekerjaan dengan horison waktu diskrit dalam
suatu himpunan slot waktu X = {1, 2, -+, t} dinyata-
kan sebagai berikut (disebut model P):

Meminimumkan

] = Xiex wy max{C; — d;, 0} (eV)
dengan pembatas-pembatas:

Ci=Cin VIEN ©
Cij = Cy +tj; Vi€ N,Vj € N, VI € Py 3)
Cij = tyj; ViEN,Vj EN; )
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z z qijh Xijhk < Mpk,; Vh € }[ij,Vk eX (5)
EN JEN;

By =Cy—ty;+1; Vi€ N,Vj €N ®)
Byjn = Byj; Vi € N,Vj € N;,Vh € H; %)
Cin = Cij; Vi € N, Vj € N;,Vh € Hj; ®
o {1 Byn Sk < Byn 6y =1

Uhk =10 ; k yang lain ’ 9

€ V,Vj € \;,Vh € Hj;

C,=>0VieN 10)
By, Cy; = 0;Vi € N,Vj € I; 1)
Byjn, Cijn = 0; Vi € NV, Vj € N;,Vh € Hj; 12)

Xijnk €{0,1};,Vi € \V,Vj € V;,Vh € H;j;Vk € K (13)
Persamaan (1) menunjukkan fungsi tujuan yang
diminimumkan, yaitu jumlah dari tardiness tertim-
bang. Tiap persamaan (2) mendefinisikan saat sele-
sai tiap pekerjaan yang bersesuaian dengan saat
selesai operasi terakhir dari pekerjaan bersangkut-
an. Tiap pertidaksamaan (3) merepresentasikan
pembatas hubungan ketergantungan untuk tiap
operasi dari suatu pekerjaan. Tiap pertidaksamaan
(4) menjamin bahwa saat selesai untuk tiap operasi
dari tiap pekerjaan lebih besar atau sama dengan
waktu pengerjaan. Tiap pertidaksamaan (5) me-
rupakan pembatas ketersediaan tiap sumberdaya
pada tiap slot waktu. Pembatas ini menjamin bahwa
jumlah sumberdaya h € H;; yang digunakan untuk
pengerjaan operasi j € V; untuk pekerjaan i € N
pada slot waktu k € K tidak melebihi ketersediaan
dari tiap jenis sumberdaya. Tiap persamaan (6)
menunjukkan hubungan antara saat mulai dan saat
selesai dari tiap operasi untuk masing-masing
pekerjaan. Tiap persamaan (7) mendefinisikan saat
mulai pengerjaan untuk operasi dari pekerjaan
tertentu adalah sama dengan saat mulai pada tiap
jenis sumberdaya yang digunakan. Tiap persamaan
(8) mendefinisikan saat selesai untuk operasi dari
pekerjaan tertentu adalah sama dengan saat selesai
pada tiap jenis sumberdaya yang digunakan. Tiap
persamaan (9) menunjukkan hubungan antara
variabel-variabel keputusan X, dan B;j,, yaitu
Xijne =1 untuk Bjj <k < Bjj +t;— 1 dan
Xijnk = 0 untuk k yang lain. Pembatas-pembatas
untuk nilai variabel keputusan ditunjukkan pada
pembatas-pembatas (10)-(13).

Dari model P, jika B;; diketahui maka C;; dapat
ditentukan berdasarkan persamaan (6). Selanjut-
nya, berdasarkan persamaan (2), (; = C;,,, dengan
demikian, model P dapat disederhanakan menjadi:

Meminimumkan
] =2ienw; maX{Ci,ni —d;, 0} (14)
dengan pembatas-pembatas:

Z Z qijh Xijhk < Mpg; Vh € j‘[ij,Vk eEX (17)
EN JEN;

Bijn = Byj; Vi € NV, Vj € \V;,Vh € H;; (18
1 ;Bijn<k<Bj+t;—1
KXijnke = { , -
0 ;kyanglain (19)
;Vi € N,Vj € NV, Vh € H;;
Cim, = 0;ViEN (20)
Bi; = 0;Vi € V,Vj € 21
Bijn = 0;Vi € N, Vj € N, Vh € H;; (22)

Xijnk €1{0,1};, Vi€ V,Vj € V;,Vh € H;;;Vk € X (23)
Model P merupakan rumusan model pemrograman
bilangan bulat. Berdasarkan persamaan (14), model
ini merupakan model tak linear. Selain itu, model
ini juga masih bersifat implisit yang ditunjukkan
pada persamaan (19). Model pemrograman linear
bilangan bulat yang dinyatakan secara eksplisit
telah dirumuskan oleh Suprayogi et al [9]. Model
pemrograman linear bilangan bulat yang dikem-
bangkan merupakan model penjadwalan dengan
horison waktu diskrit dan merupakan pengembang-
an lanjutan dari model-model yang dikembangkan
oleh Suprayogi dan Toha [6] dan Suprayogi dan
Partono [7, 8]. Semua model yang dikembangkan
tersebut mengacu pada model yang dikembangkan
oleh Pritsker et al. [23] dan Morton and Pentico [24].

Model pemrograman linear bilangan bulat yang di-
rumuskan oleh Suprayogi et al. [9] dapat dipecahkan
untuk menghasilkan solusi optimal global dengan
menggunakan piranti lunak komersial yang ter-
sedia. Namun, pemecahan model pemrograman
linear bilangan bulat ini memiliki kelemahan dalam
hal keterbatasannya untuk memecahkan masalah
yvang kecil (yaitu, jumlah pekerjaan dan operasi
yang sedikit dan horison waktu yang pendek)
sehingga sulit diterapkan untuk kasus nyata. Untuk
itu, teknik relaksasi Lagrange diusulkan sebagai
teknik pemecahan masalah.

Model Relaksasi Lagrange

Misal diberikan pengali Lagrange mp,, = 0 tiap
heH dan tiap k € K. Bentuk terelaksasi dari
model P adalah sebagai berikut (disebut model R):

Meminimumkan

] = Yien w; maX{Ci,ni —d;, 0} +

24
Yher Skere Thie (Siew X jen, ijnXijne — Mk ()
dengan pembatas-pembatas:
By = By + ty;; Vi € V,Vj € V;, VI € P, (25)
B =1; Vi€ N,Vj € (26)
By = Byj; Vi € \V,Vj € IV, Vh € Hy; ©27)
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P {1 iBijn <k <Bjjp +t;—1
Uhk =10 ;k yanglain (28)
;Vi € V,Vj € NV, Vh € H;
Cin, = 0;ViEN (29)
Bi; = 0;Vi € V,Vj € IV (30)
Bijp = 0;Vi € V,Vj € \;,Vh € H;; 31)
Xijnk €{0,1}; Vi € V,Vj € V;,Vh € H;j;Vk € K (32)

dengan hanya melibatkan fungsi tujuan, bentuk
dual dari model R (dinyatakan sebagai model
Lagrange dual D) adalah:

Memaksimumkan

heH keX

L=-

(33)

z Z z Qijhﬂhkxijhk>

+ min w; max{Civni —d;, 0} +
= JEN h€x kex

By} 4
dengan pembatas-pembatas: (25)-(32) dan my, =
0 (Vh € H,Vk € X).

Untuk tiap i € V, j € V; dan h € H;;, X;jn, = 1 jika
B;jj < k < B;; + t;; — 1 dan X;j,, = 0 untuk k yang
lain. Oleh karena itu, mp,X;jnx = mpx untuk tiap

lEN, ]E.N;_, thHU dan BUSkSBU‘l'tU—l
Model D dapat dinyatakan kembali dengan:
Memaksimumkan

L = — Yhen Xkex ThkMuk

+ min{Bij} Zie]\f (W,: maX{Cilni - di' 0} + (34)

Bij+tij_1

ZjENiZhE}[ijZkeBij T[hkqijh)

dengan pembatas-pembatas: (25)-(32) dan m;, =
0 (Vh € H,Vk € X).

Pekerjaan-pekerjaan tersebut saling independen,
karena itu berdasarkan Luh et al. [16] dan Hoitomt
et al. [17], minimum dari penjumlahan adalah
jumlah dari minima. Model D dapat dinyatakan
dengan:

Memaksimumkan

L = — Yhen Xrex Trk Mk

+ Zie]\f min{BU} (Wi maX{Ci,ni - di' 0} +
Bij+tij—1
kEBi]'

(35)

Zje]\fi Zhe}[i]- 7ThkCIijh)

dengan pembatas-pembatas: (25)-(32) dan my, =
0 (Vh € H,Vk € X).

Komponen kedua dari ruas kanan dalam persama-
an (35) pada dasarnya merupakan permasalahan
untuk tiap pekerjaan individual i € V' yang dapat
dinyatakan sebagai berikut (disebut Model R;):

Meminimumkan

Li =w; maX{Ci,ni - di' 0} (36)

74

Bjj+t;i—1
+Zj€]\fizh€7{ij kE]Bij]
dengan pembatas-pembatas (25)-(32) dan
Thk >0 (Vh € }[,Vk € .7()

Thrqijn

Misal untuk tiap pekerjaan i € V', nilai minimum L;
dinyatakan dengan L;. Model D dapat dinyatakan
kembali dengan:

Memaksimumkan

L = Yien L — Xnesw Zkex ThkMnk (37
dengan pembatas-pembatas: (25)-(32) dan

Thk >0 (Vh € }[,Vk € .7()
Teknik Pemecahan

Secara garis besar, langkah-langkah teknik peme-

cahan adalah sebagai berikut:

Langkah 0 (Inisialisasi)

Lakukan inisialisasi 7y, = 0 untuk tiap h € H
dan k € K. Tetapkan pencacah iterasi n = 1.
Lanjutkan ke langkah 1.

Langkah 1 (Pemecahan masalah pekerjaan indi-

vidual)

Untuk tiap i € NV, pecahkan model R; untuk
memperoleh {Bi j} yang meminimumkan L;.
Misal L; yang minimum dinyatakan dengan L}
dan {B,- j} yang berasosiasi dengan L; minimum
dinyatakan {B,*}} Lanjutkan ke langkah 2.

Langkah 2 (Penentuan solust layak)

Berdasarkan {Bi*j}, tentukan {B,- j} yang layak
yang dinyatakan dengan {Ei j} dengan nilai
fungsi tujuannya dinyatakan dengan J. Lanjut-
kan ke langkah 3.

Langkah 3 (Penentuan solusi layyak terbaik)

Mulai dari iterasi n’ = 1 hingga n’ = n, tentukan
solusi layak terbaik saat ini. Misal solusi layak
terbaik saat ini dinyatakan dengan {Ei* ]-} dengan
nilai fungsi tujuan layak terbaik dinyatakan
dengan J*. Lanjutkan ke langkah 4.

Langkah 4 (Pemecahan masalah dual)
Berdasarkan {Bl-*j}, pecahkan model D untuk
menghasilkan m,, = 0 yang baru untuk tiap
h € H dan k € K. Lanjutkan ke langkah 5.

Langkah 5 (Pemeriksaan kriteria hentt)

Jika kriteria henti belum terpenuhi, tetapkan
n =n + 1 dan kembali ke langkah 1. Jika krite-
ria henti terpenuhi, tetapkan {Ei* j} sebagai solusi
untuk masalah penjadwalan.

Pemecahan Masalah Pekerjaan Individu

Pemecahan masalah pekerjaan individu terkait
dengan pemecahan masalah penjadwalan pekerjaan
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individual i € ' (model R;) untuk memperoleh B;;
(Vi e V,Vj € V;) yang meminimumkan L; (Vi €
N) dengan memperhatikan pembatas-pembatas
(25)-(32). Dalam makalah ini, masalah penjadwalan
pekerjaan individu dapat dipecahkan dengan me-
tode enumerasi dan metode pemrograman dinamik.

Metode Enumerasi

Prinsip dasar metode enumerasi adalah sebagai
berikut. Untuk tiap pekerjaan i € V', misal him-
punan operasi yang mendahului operasi j € V;
dinyatakan dengan %;;. Misal himpunan operasi
yang mengikuti operasi j € V; yang membentuk
hubungan lurus (linear) dinyatakan dengan Q;;.

Untuk operasi j € V; dengan P;; = @ (yaitu, operasi
tanpa pendahulu), tiap B;; dienumerasi pada
1<k<K- ZZEQU tg —tij+1 hingga k. Untuk
operasi j € V; dengan P;; # @ dan j #n; (yaitu
operasi dengan pendahulu dan bukan merupakan
operasi terakhir), maka B;; dienumerasi mulai pada
manEyij{Bi]’ + tl] - 1} <k<K- ZlEQU til - t” + 1.
Untuk operasi j € V; dengan P;; # @ dan j#mn;
(vaitu operasi dengan pendahulu dan merupakan
operasi terakhir), maka B;; dienumerasi mulai pada
maxjepl.j{Bij +t; — 1} <k <K-t;+1. Tetapkan
tiap B;; yang memberikan L; dalam persamaan (24)
minimum sebagai B;;.

Metode Pemrograman Dinamis Maju

Metode pemrograman dinamis maju untuk peme-
cahan masalah penjadwalan pekerjaan individu
memerlukan pendefinisian beberapa hal sebagai
berikut.

Tahap. Misal P;; menyatakan himpunan penda-
hulu dari operasi j € N;. Misal operasi j€ N
didahului oleh operasi [ € V; dan | € P;;. Tiap tahap
ditandai dengan notasi (i,j,i,1). Misal himpunan
operasi JV; terdiri atas n; operasi. Dalam metode
pemrograman dinamis maju, satu operasi semu
(n; +1) ditambahkan setelah operasi terakhir
dengan waktu pengerjaan ¢;, ., =0. Dengan
demikian himpunan operasi dinyatakan dengan
N =N; U{n; + 1} dan P;; diperbarui menjadi P;;
dengan pengambahan bahwa j =n; mendahului
j=mn;+1. Perhitungan dalam metode pemro-
graman dinamis maju dimulai untuk tahap j € ;'
dengan P;; # @ (yaitu operasi yang memiliki operasi
pendahulu) dan diakhir untuk tahap j=n; + 1.
Gambar 2 menunjukkan ilustrasi penambahan ope-
rasi semu.
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Gambar 2. Tlustrasi penambahan operasi semu

Status. Pada tiap tahap (i, j, i, ), status dinyatakan
dengan slot waktu yang mungkin dari saat mulai
operasi j € IV;' yang didahului oleh operasi [ € NV;'.
Batas bawah dan atas dari B;; untuk j € V;' dengan
Pi; # @ adalah maxlep”{Bil +t;—1}<k<K-

Yqeg;; tig = tij + 1.

Variabel keputusan. Pada tiap tahap (i,j,i,10),
variabel keputusan dinyatakan menyatakan slot
waktu dari saat mulai operasi [ €, yang
mendahului operasi j € V', yaitu x;;;; = Bj;.

Fungsi Transisi. Fungsi transisi dari tahap di-
nyatakan dengan:

Bil = Bi V] € ]\G’,Vl € :P'I

js i P * D (38)
Fungsi Akumulasi. Pada tiap tahap (i,j,i,10),
untuk j € )V;' dengan P; # @ dan j # n; + 1, fungsi
akumulasi yang merupakan persamaan rekursif
dinyatakan dengan:
fiji(Bij, By) = Tnes,
e ?ijﬁ;il(sijil)

Butty—1

keBy  Trk9un t

39)

Pada tiap tahap (i,j,i,1), untuk j €%, dengan
Pj#@ dan j=mn;+1, fungsi akumulasi yang
merupakan persamaan rekursif dinyatakan dengan:
fiju(Bij, By) =

Wi maX{Ci,ni - dir 0} + Zhe}[u Zgg;;il_l

Yie,, fiju(Sijin)

Theqijn +

(40)

Pada tiap tahap (i, /, i, 1), nilai f;3; (Si ﬁl) dinyatakan

dengan:

fij‘il(sijil)

_ rg}jlnfijil(BijrBil) S VIEN, P+ 0
0 S ViEN, Pi=0

(41)

Langkah-langkah teknik pemrograman dinamis
untuk tiap j,I € ;" adalah sebagai berikut:
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Langkah 1 Mulai untuk tahap (i,j,i,1). dJika
j €N dengan P;; # @ dan j #n; + 1,
lanjutkan ke langkah 2. Jika j €
dengan P/; # @ dan j = n; + 1, lanjut-
kan ke langkah 3.

Hitung fiﬁl(Bi]-,Bl-l) dengan meng-
gunakan persamaan-persamaan (39)
dan (41). Lanjutkan ke langkah 4.
Hitung fi;i (Bi j,Bil) dengan meng-
gunakan persamaan-persamaan (40)
dan (41). Lanjutkan ke langkah 4.
Tetapkan j=j+1. Jika j#n;+1,
kembali ke langkah 1. Sebaliknya,
lanjutkan ke langkah 5.

Lakukan penelusuran balik mulai dari
j=mn;+1 menggunakan hubungan
transisi pada persamaan (38). Ber-
henti.

Langkah 2

Langkah 3

Langkah 4

Langkah 5

Penentuan Solusi Layak

Solusi yang diperoleh dengan pemecahan masalah
pekerjaan individual (baik menggunakan metode
enumerasi maupun pemrograman dinamis) dapat
berupa solusi yang tak layak, yaitu pembatas-pem-
batas ketersediaan sumberdaya adalah dilanggar.
Untuk menghasilkan solusi yang layak, algoritma
list scheduling diterapkan. Prinsip dasar dari algo-
ritma ini adalah sebagai berikut.

Misal terdapat himpunan {Bl*j} yang diperoleh dari
pemecahan pekerjaan individu. Selanjutnya B;; di-
susun dalam urutan menaik. Jika terdapat dua atau
lebih Bj; yang sama, urutannya didasarkan atas
nilai inkrementalnya. Nilai inkremental ini menun-
jukkan besarnya tardiness tertimbang jika operasi
ini ditunda dalam satu slot waktu. Jika sumberdaya
yang ada tersedia (memiliki kapasitas minimal se-
besar kebutuhan setiap operasi) dan memperhati-
kan pembatas ketergantungan operasi dan keter-
sediaan mesin pada sisa waktu proses dari operasi
tersebut maka setiap operasi dapat dijadwalkan
pada setiap sumberdaya sesuai urutan. Algoritma
akan menentukan operasi baru yang akan dimulai
pada slot waktu tersebut dan operasi mana yang
akan ditunda selama satu unit slot waktu apabila
terdapat pelanggaran ketersediaan sumberdaya
pada waktu k. Apabila kapasitas sebuah sumber-
daya tidak memenuhi lagi untuk waktu k& maka
operasi yang membutuhkan sumberdaya tersebut
akan ditunda selama satu unit slot waktu. Operasi
lainnya yang mengikuti operasi tersebut akan di-
periksa, apakah terjadi pelanggaran terhadap pem-
batas ketergantungan operasi. Jika terjadi pelang-
garan, maka operasi tersebut akan ditunda selama
satu unit slot waktu. Proses ini akan berulang

sampal semua operasi terjadwal pada sumberdaya
secara layak. Langkah-langkah dari algoritma [list
scheduling adalah sebagai berikut.

Misal suatu himpunan U merupakan himpunan
semua B;; dengan B;; diurutkan menaik. Jika ter-
dapat satu atau lebih operasi memiliki Bj; yang
sama, maka urutannya didasarkan pada nilai inkre-
mental yang didefinisikan sebagai berikut:

Misal U merupakan himpunan semua (i,j) yang
sudah dijadwalkan. Tetapkan §;; adalah himpunan
operasi yang mengikuti operasi (i, j). Misal n adalah
indeks untuk melacak ketersediaan sumberdaya.
Langkah-langkah algoritma [list scheduling adalah
sebagai berikut:

Langkah 1 Ambil (i,j) € U yang berada pada
urutan pertama. Tetapkan B = Bjj.
Lanjutkan ke langkah 2.

Tentukan | sedemikian  hingga
my = q;j, untuk h € H;;. Tetapkan
n = [. Lanjutkan ke langkah 3.

Jika my = q;;, untuk n<Il<n+
tijj—1 dan h€ H;;, lanjutkan ke
langkah 4. Sebaliknya, lanjutkan ke
langkah 5.

Jika pembatas ketergantungan operasi
tidak dilanggar, tetapkan B;; =n,
perbarui  my, = my, —q;j, untuk
l<n<l+t;—1 dan h€ H;;, per-
barui U = U\(i,j) dan lanjutkan ke
langkah 7. Jika tidak lanjutkan ke
langkah 5.

Tetapkan n =n + 1. Jika n > B, lan-
jutkan ke langkah 6. Sebaliknya,
kembali ke langkah 3.

Untuk (i, /) € U dengan B;; < n, tetap-
kan Bj; = n. Untuk semua j € S;; yang
melanggar pembatas ketergantungan
operasi, tetapkan B;; =Bj;+1 dan
buat daftar U yang baru. Kembali ke
langkah 1.

Jika U = @, maka berhenti. Jika tidak
kembali langkah1.

Langkah 2

Langkah 3

Langkah 4

Langkah 5

Langkah 6

Langkah 7

Pemecahan Masalah Lagrange Dual

Pemecahan masalah Lagrange dual pada dasarnya
bertujuan untuk menghasilkan wy;, (Vh € H,Vk €
XK) yang baru dengan diberikan Bj; (Vi € \V,Vj €
;). Pemecahan masalah Lagrange dual mengguna-
kan metode subgradien. Misal n,(:,? menunjukkan
nilai m,, pada iterasi ke-n. Tiap n,(lyl?
dengan persamaan berikut:

diperbarui
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7_L,(n+1)

hk
= max {0, n,(:,l{) + a,(ln)g

(n}(:)l{))};Vh EH,VkeX (43)

Pada iterasi n, fungsi g(n,(l',? adalah subgradien L
terhadap 7y, yaitu:

9(”;(17()) = Yien Zje]\fi QijnXijkn — Mpk 5 Vh e (44)
H,Vk e XK

Besaran 0(,(1") adalah ukuran langkah pada iterasi
ke-n untuk tiap jenis sumberdaya h € H yang
diberikan dengan persamaan:
_ Z(n)_ L

n_ .
g (Tne™112”’

all VhE€H (45)

dengan I™ dan L™ masing-masing menyatakan
taksiran dari fungsi tujuan dual optimal dan nilai
fungsi tujuan Lagrange dual pada iterasi ke-n. Nilai
L™ dihitung dengan menggunakan persamaan (35)
atau (37). Nilai taksiran dari fungsi tujuan dual
optimal ditetapkan sebagai nilai fungsi tujuan dari
solusi layak terbaik sepanjang atau hingga iterasi
ken. Misal nilai fungsi tujuan layak terbaik

dinyatakan dengan J*. Dengan demikian, ™= T

Dalam makalah ini, dengan mengacu pada Fisher
[25], nilai parameter A ditetapkan sama dengan dua
pada saat iterasi dimulai dan nilainya diturunkan
setengahnya jika L™ gagal untuk naik dalam
beberapa iterasi (dalam hal ini digunakan kriteria
tiga iterast).

Kriteria Henti

Prosedur pemecahan berhenti jika memenuhi salah
satu kriteria henti sebagai berikut: sebagai berikut:

Q) |Z(") - L(")| <01; (@ L™P_001<L®™<

L®P) 4£0,01 untuk p=1,2,--,20; dan (2) n=
1000. Kriteria henti (1) digunakan untuk menjamin
bahwa selisih antara nilai fungsi tujuan dari solusi
layak terbaik sepanjang atau hingga iterasi ke-n
dan nilai fungsi tujuan dual adalah kecil. Kriteria
henti (2) digunakan untuk memeriksa kekonver-
genan, yaitu nilai fungsi tujuan dual naik dan turun
naik pada kisaran nilai tertentu yang cukup kecil
(dalam hal ini, pada kisaran L™ + 0,01 dalam 20
iterasi sebelumnya). Sementara kriteria henti (3)
merupakan kriteria henti untuk jumlah iterasi.

Hasil dan Pembahasan
Percobaan Numerik
Percobaan numerik dilakukan menggunakan contoh

data dari Suprayogi et al. [9]. Tabel 1 menunjukkan
karakteristik dari tiap contoh data. Teknik relaksasi
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Lagrange yang diusulkan dijalankan menggunakan
aplikasi piranti lunak yang dibuat dengan bahasa
pemrograman Visual Basic 2008 pada komputer
dengan prosesor Intel Core Duo 2.00 GB RAM.
Terdapat dua teknik berbasis relaksasi Lagrange
yang diterapkan dalam percobaan yang masing-
masing disebut dengan RL1 dan RL2. RL1 adalah
teknik pemecahan berbasis relaksasi Lagrange
dengan pemecahan masalah pekerjaan individu
menggunakan metode enumerasi. Sementara itu
RL2 menunjukkan teknik berbasis relaksasi Lag-
range dengan pemecahan masalah pekerjaan indi-
vidu menggunakan metode pemrograman dinamis.

Hasil pemecahan dengan teknik relaksasi Lagrange
dibandingkan dengan hasil-hasil yang diperoleh
menggunakan pemecahan model pemrograman
linear bilangan bulat (teknik optimal) dan teknik
algoritma yang keduanya diambil dari Suprayogi et
al. [9]. Pemecahan model pemrograman linear
bilangan bulat tercampur mengunakan bantuan
aplikasi piranti lunak komersial LINGO 8.0.
Sementara itu, teknik algoritma genetika dijalankan
menggunakan aplikasi piranti lunak yang dibuat
dengan bahasa pemrograman Visual Basic 6.0.
Suprayogi et al. [9] menjalankan kedua aplikasi
pada komputer dengan spesifikasi prosesor Pentium
M 4, 1.7 GHz, RAM 256-share 32 MB. Hasil
perbandingan ditunjukkan pada Tabel 2.

Sampai dengan dihentikan secara paksa, RL1
hanya dapat memecahkan 19 contoh data (contoh-
contoh data 1-19). Sementara itu, RL2 dapat
menghasilkan solusi untuk semua contoh data
(contoh-contoh data 1-25). Berdasarkan contoh-
contoh data 1-19, kualitas solusi (nilai fungsi tujuan
yang diperoleh) baik dengan RL1 dan RL 2 adalah
sama. Namun, waktu komputasi RL2 (rata-rata
adalah 1,89 detik) lebih cepat dibandingkan dengan
RL1 (rata-rata adalah 28228 95 detik).

Analisis statistik yang mengunakan uji t untuk
rerata dua sampel berpasangan dilakukan untuk
menguji kualitas solusi antara RL2 dengan teknik
optimal dan algoritma genetika. Ringkasan hasil
pengujian terhadap rerata nilai fungsi tujuan ditun-
jukkan pada Tabel 3. Dengan uji dua-arah, pada
tingkat signifikansi 5%, rerata nilai fungsi tujuan
RL2 memberikan hasil yang tidak berbeda secara
signifikan baik dengan teknik optimal maupun
dengan algoritma genetika. Walaupun analisis per-
bandingan terhadap waktu komputasi tidak dilaku-
kan karena spesifikasi komputer yang digunakan
untuk menjalankan aplikasi-aplikasi piranti lunak
adalah berbeda, namun percobaan numerik menun-
jukkan bahwa RL2 dan algoritma genetika mampu
menangani masalah penjadwalan dengan ukuran
yang besar.
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Tabel 1. Contoh data yang digunakan dalam percobaan

Table 2. Perbandingan hasil percobaan numerik

Jumlah J}lmlah Panjang
. unit untuk :
Jumlah operasi . horison Struktur
Contoh . . tiap .
pekerjaan untuk tiap peren- pekerjaan
pekerjaan sumber- o aan
daya
1 3 4,4,4 3 25 Pohon
2 4 3,333 2 25 Linear
3 5 3,333 2 17 Linear
4 2 4,4 2 20 Pohon
5 3 3,3,3 3 25 Pohon
6 2 5,4 2 17 Pohon
7 3 2,3,4 2 20 Pohon
8 4 2,3,3,4 2 30 Pohon
9 3 4,4, 4 2 30 Pohon
10 2 5,5 2 25 Pohon
11 3 4,4,4 3 30 Pohon
12 2 5,5 2 18 Pohon
13 3 4,4,4 3 30 Pohon
14 3 4,4, 4 3 20 Pohon
15 3 3,3,3 2 25 Pohon
5 (untuk
16 6 tiap 5 80 Linear
pekerjaan)
5 (untuk
17 6 tiap 5 70 Pohon
pekerjaan)
5 (untuk
18 8 tiap 5 80 Linear
pekerjaan)
5 (untuk
19 8 tiap 5 80 Pohon
pekerjaan)
5 (untuk
20 10  tiap 5 90 Linear
pekerjaan)
5 (untuk
21 10  tiap 5 90 Pohon
pekerjaan)
5 (untuk
22 15 tiap 5 90 Linear
pekerjaan)
5 (untuk
23 15 tiap 5 110 Pohon
pekerjaan)
5 (untuk
24 20 tiap 5 150 Linear
pekerjaan)
5 (untuk
25 20 tiap 5 120 Pohon
pekerjaan)
Simpulan

Makalah ini telah mengusulkan teknik relaksasi
Lagrange untuk memecahkan masalah penjadwal-
an pekerjaan majemuk dengan sumberdaya simul-
tan. Masalah penjadwalan melibatkan lebih dari
satu pekerjaan dengan tiap pekerjaan terdiri atas
satu himpunan operasi. Tiap operasi memerlukan
pengerjaan secara simultan oleh lebih dari satu jenis
sumberdaya dengan jumlah unit dari tiap sumber
daya yang digunakan untuk pengerjaan suatu
operasi adalah satu atau lebih. Masalah terkait
dengan penentuan jadwal dari tiap operasi dari tiap
pekerjaan yang meminimumkan total tardiness
tertimbang.
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Teknik ~ Algoritma
optmal genetika
Contoh (Rata-rata RL1 RL2
data  Qomiectban " gari 20
) replikasi)
NFT WK NFT WK NFT WK NFT WK

1 68 76 69,1 1,3 72 106 72 05
2 98 10 98,0 1,2 99 30 99 05
3 48 80 49,6 1,1 48 38 48 0,7
4 62 1 620 1,0 62 36 62 0,7
5 52 3 534 1,1 52 720 52 0,9
6 6 4 81 1,0 10 590 10 0,8
7 61 2 628 1,0 61 260 61 1,0
8 68 2 680 1,0 68 49 68 1,0
9 74 19 75,5 1,1 77 194 7 1,2
10 43 2 430 1,0 43 168 43 1,1
11 83 15 892 1,5 109 196 109 1,1
12 12 3 12,0 1,0 12 144 12 1,0
13 79 31 80,1 1,2 106 226 106 1,6
14 20 18 20,0 1,0 20 114 20 0,5
15 69 126 69,0 1,0 69 122 69 1,0
16 - - 4484 81 527 1031 527 1,3
17 316,4 89 323 73486 323 5,0
18 7312 205 717 37782 717 7,0
19 701,3 22,6 674 80954 674 9,0
20 7957 33,5 - - 842 150
21 - 9277 426 1073 12,0
22 - 24954 1129 - 2593 29,0
23 - 2970,8 137,1 - 2793 37,0
24 - - 6796,6 3580 7132 69,0
25 - - 4766,2 308,0 - - 4312 75,0
NFT: Nilai fungsi tujuan (total tardiness tertimbang), WK: Waktu

komputasi (dalam detik)

Tabel 3. Ringkasan hasil pengujian uji ¢ dua-sampel
berpasangan (uji dua-arah) untuk rerata nilai fungsi
tujuan

Teknik optimal Algoritma genetika
dan RL2 dan RL 2
(Contoh-contoh (Contoh-contoh
data 1-15) data 1-25)
Teknik Algoritma
optimal RL2 genetika RL2
Rata-rata 56,20 60,53 872,38 875,76
Simpangan 26,52 31,07 1680,99 1684,35
baku
Nilai t yang -1,8395 -0,1324
dihitung
Derajat 14 24
kebebasan
Nilai P 0,0871 0,8958

Terdapat dua teknik relaksasi Lagrange yang di-
usulkan sebagai teknik pemecahan yang masing-
masing disebut dengan RL1 dan RL2. RL1 adalah
teknik relaksasi Lagrange dengan pemecahan masa-
lah pekerjaan individu menggunakan metode enu
merasi. Sementara itu RL2 menunjukkan teknik
relaksasi Lagrange dengan pemecahan masalah pe-
kerjaan individu menggunakan metode pemro-
graman dinamis.

Berdasarkan percobaan numerik, RL1 dan RL2
keduanya menghasilkan solusi dengan nilai fungsi
tujuan yang sama. Namun, RL2 lebih efisien bila di-
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bandingkan dengan RL1. Hasil percobaan numerik
menunjukkan bahwa RL2 memberikan kualitas
solusi yang tidak berbeda dibandingkan dengan
teknik optimal dan algoritma genetika. Namun
demikian, baik RL2 dan algoritma genetika, kedua-
nya memiliki kemampuan untuk menangani masa-
lah dengan ukuran yang lebih besar. Keunggulan
RL2 dibandingkan dengan algoritma genetika ada-
lah bahwa RL2 cukup dijalankan satu kali diban-
dingkan dengan algoritma genetika. Hal ini dikare-
nakan sifat probabilistiknya, algoritma genetika
perlu dijalankan dalam sejumlah replikasi untuk
mencari solusi yang terbaik.
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